CPI2-UM6P Analyse 3 Prof : Taha El Bakkali & Safouane Taoufik

DS N°2

Bonus

1. Soit ||.||2 1a semi norme de la convergence en moyenne quadratique dans CMa (R, C). Montrer
que toute fonction f € CMaor(R,C) vérifie || f||2 = 0 si, et seulement si, elle est nulle sauf peut-
étre en un nombre fini de points sur tout segment.

2. Soit f € CM([a,b],C). Montrer, sans utiliser de résultats de densité, que :

Généralités [5pts|

1. (
2. (

3. (1.5pt) Montrer que les fonctions z — z, z — R(z), et z +— J(z) ne sont pas C dérivables en
aucun point de C.

0.5pt) Donner la définition de fonction analytique.
0.

v

pt) Quel est le lien entre séries entiéres et fonctions analytiques ?

4. (1.5pt) Soient Q) un ouvert connexe par arcs de C,zp € Q, et f € A(Q). Montrer que si f est
nulle au voisinage de zg alors f est nulle sur tout Q.

5. (Ipt) Soit f une fonction analytique sur un ouvert connexe par arcs Q et z € Q. Montrer
que si f(zy) =0 o 2z, est une suite de points de Q\{z} convergeant vers z € Q alors f =0
sur Q.

Exercice 1 [10pts]

Soit a €]0,+o0].
1. (1pt) Développer en série de Fourier la fonction f, paire et 2w-périodique définie pour z €
[0,7] par :
fa(z) = a*(z — 7).

2. (Ipt) On définit la fonction hg par :

Vo € R, hal QZCO;H

Montrer que h, est continue, paire et 2m-périodique sur R.

3. (a) (0.5pt) Ecrire fq(z)— hq(z) sous la forme de la somme d’une série trigonométrique.
(b) (Ipt) Montrer que f, — h, est de classe C2 sur R.
(c) (0.5pt) Exprimer la dérivée seconde (f, — hqy)” en fonction de hy.
(d) (0.5pt) Montrer que h, est de classe C2 sur ]0,7[ et solution de 'équation différentielle :

y// _ a2y — 2a2_
(e) (0.5pt) En déduire qu’il existe trois constantes réelles A, B et C telles que, pour x € [0,7] :
ha(x) = Ach(az) + Bsh(ax) + C.

(f) (1pt) Montrer que pour tout  €]0,7[, bl () = f,(x)+4a* ST me))’ et déduire que

n=1 n(n2+a?
h!, a une limite réelle en 0" et en 7.



(g) (1pt) Déduire que h, posséde une dérivée & droite en 2 = 0 et une dérivée & gauche en
z=m et que hl, (07) = —2a?m et hf, (17) =0.
(h) (1pt) Déterminer A,B et C et déduire que :

2amch
YV € [0,7], he(z) = -2+ CM ch(ax) — 2amsh(az).
+oo __1 +oo (=D"
n=1 n24a2’2un=1 n2+a2"

4. (1pt) Calculer les sommes :
5

+ 1
. (Ipt) Calculer Y "> e

Exercice 2 : Théoréme de Bernstein sur les séries entiéres [5pts]

Rappel de la formule de Taylor avec reste intégral

Soit f : [a,b] — R de classe C"T!. Alors, la formule de Taylor avec reste intégral est donnée
par :

flay+ o+ O )+ "0 gy g,

t
o nl

Soit f une fonction de classe C™° sur | —a,al, & valeurs réelles, et telle que

Yn e N)Vz €] —a,a {, f(zn)(x) >0
On considere les fonctions

yon SO )= S
2 2
Soit b €]0,al.
1. (1pt) Montrer que pour tout k € N et 2 €] —a,a[, on a g*+1) () =0, et que pour tout k € N,
9®9(0) > 0.
2. (1pt) Soient n >0 et x € [0,b], et notons Ry (z) = [
formule de Taylor avec reste intégral, montrer que :

R (z) < g().

(l,_t)2n+1

Wg(szrQ)(t) dt. En utilisant la

3. (2pt) Montrer que pour tout z € [0,b], on a :

”)2"+1faxby

Ralw) < (5

m Ry(x)=0.

et déduire que i
n—+oo

4. (1pt) Montrer que Yz € [0,b], g(z) = >12% (21319(2”)(0)7 et déduire que :

too (2k)
Vo €] —b,b[, g(z) = Z g(%g?)

k=0

2k

5. (1pt) Montrer que pour tout = €] —b,b[, on a : ‘h(zn) (x)‘ < g (x).
6. (2pt) En déduire que pour tout n € N et tout = €] — b, :

n

(2k)
<g@)-3 g (2k§?) L2k

k=0

n h(2n+1) (0)
2kt 1)

2k+1

h(z) -

k=0
7. (2pt) Conclure.



Exercice 3 : Formule du bindme généralisée [5pts]

Si N est un entier naturel et 2 un nombre réel, alors (1 +z)N = ZT]Y:O (]T\Z)x” =yt (]7\;)3:"
C’est la formule du binéme de Newton. L’objectif de cet exercice est d’établir une généralisation de
cette formule au cas ou N est remplacé par un réel qui n’est pas un entier naturel. Pour cela, on
considére un nombre réel «, qui n’est pas un entier naturel, et on note f, la fonction définie sur

]—1,4+00] par :

Ve > —1, folx)=(1+2x)"

1. (Ipt) Vérifier que la fonction f, est solution sur U'intervalle | - 1,+00[, de ’équation différen-
tielle

(1+2)y —ay=0 (x)

2. On se propose de chercher les solutions de 1’équation différentielle (x) qui sont développables
en série entiére au voisinage de l'origine. Pour cela, on considére une série entieére > anz™ de
rayon de convergence R > 0 et on suppose que sa somme est note ¢ : x — :Lri% anx™ est
solution () sur l'intervalle | —r,r [, avec r = min(R,1).

(a) (1pt) Montrer que, pour tout n € N, (n+ 1)an+1 = (n — a)an.

(b) (1pt) En déduire que, pour tout n € N*,a, = (£)ao.

(¢) (1pt) Calculer le rayon de convergence p de la série entiére ainsi obtenue lorsque ag = 1,
puis vérifier que sa somme est bien solution de (%) sur Uintervalle | - p,p [.

3. (1pt) Montrer soigneusement que pour tout z €] — 1,1 [, (14z)*= :i% (g) ",
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